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Einleitung

"..everything is related to everything else, but
near things are more related than distant
things"

— Tobler's first law of geography

e Wohnungsmietpreise als prominenter Untersuchungsgegenstand

e Zentrales Anliegen: Vorhersage/Pradiktion von Mietpreisen anhand anderer Merkmale
e Einfluss der Lage allgemein anerkannt, aber problematisch

e In georeferenzierten Daten liegt groBes (haufig ungenutztes) Potenzial Vorhersage/Pradiktion von
Mietpreisen zu verbessern

Geostatistik

e Geostatistik Sammlung von stochastischen Methoden zur Modellierung georeferenzierter Daten
unter Annahme raumlicher Autokorrelation.

e Ziel: Schatzung und Vorhersage/Pradiktion auf Basis der Positionen von beobachteten
Untersuchungsobjekten (Kriging)
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Angebotsmietpreise in Magdeburg
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(Mathematische) Grundlagen

Allg. 7 Stationaritat Isotropie

e Traditionelle Statistik: Merkmalstrager/
Objekte voneinander unabhangig (iid etc.)

e Geostatistik: Raumliche Abhangigkeit,
Phanomen ist stochastischer Prozess
(Zufallsfeld), Abhangigkeit durch Abstand

o Z(x) ist Zufallsvariable in Abhangigkeit
von z € R? als Koordinate, z.B.
Z((52.12,11.65))

e Zusammenhang uber Kovarianzfunktion
C(x,y) oder Variogramm ~y(z,y) mit x
und y als 2 Punkten im relevanten Raum
D C R?

e Annahmen: (intrinsische) Stationaritat und
Isotropie -> -y und C' nur vom
(euklidischen) Abstand |h| = ||y — z||
abhangig
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(Mathematische) Grundlagen

Allg. Z Stationaritat Isotropie

Zufallsfeld
Sei D C R* und Z(z):Q — R fiir alle
z € D messbar.

Z = (Z(m))a:ED

heiRt Zufallsfeld Z.

Kovarianzfunktion

C(.’L‘,y) - CO’U[Z(:B), Z(y)]

Variogramm

Aevy) = S VarlZ(y) - Z(z)
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(Mathematische) Grundlagen

Allg. Vi Stationaritat Isotropie

Stationaritat

Z heift stationar, wenn E[(Z(z)] = u
und wenn C verschiebungsinvariat ist.
Fur den Abstandsvektor h = y — z gilt:
R(h) :=C(z,xz + h) = C(z,y).

Intrinsische Stationaritat

Z heilst intrinsisch stationar, wenn fur
alleh € D (Z(z+h) — Z(x)),.p
Stationaritat und Zentriertheit (E=0)
vorliegt. In diesem Fall ist das
Variogramm eine Funktion von h: y(h).

e Stationare Zufallsfelder sind auch
intrinsisch stationar (gilt nicht umgekehrt)
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(Mathematische) Grundlagen

Allg. Z Stationaritat Isotropie

Isotropie

Z heiBt isotrop, wenn es stationar ist
und die Kovarianzfunktion invariat
gegenuber der Ausrichtung des
Abstandsvektors h ist. In diesem Fall
schreibt man Ro(|k|) = C(z,y)

e Im isotropen Fall ist nur die Lange des
Abstandsvektors bzw. der (euklidische)
Abstand zwischen beiden Punkten
relevanten

e Analog gilt im isotropen dass sich das
Variogramm als eine Funktion des Abstands
zwischen zwei Punkten darstellen lasst
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Variographie
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(d) Anpassung der Variogrammfunktion



Variographie

|[lustration Beispiel Magdeburg Sinn und Zweck
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Raumliche Vorhersage

Beobachtungen z(x1), ..., 2(x,) aus Z. Was ist eine beste Vorhersage/Pradiktion fiir z(zg) fur
zo € D7

Gewichtung und Abstand Linearer Pradiktor

I B
niedriges Gewicht hohes Gewicht
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Raumliche Vorhersage

Beobachtungen z(x1), . .., 2(x,) aus Z. Was ist eine beste Vorhersage/Pradiktion fir z(axg) fir
xo € D7

Gewichtung und Abstand Linearer Pradiktor

Ein linearer Pradiktor Z(wo) fiir Z(xo) an der Position zg ist definiert als:
Z(zo) ==Y w;Z(z;) = w' Z(x)
i=1

mit w = (wy,...,w,)" und Z(2) = (Z(x1),. .., Z(z,))".

~ %

Z (=) ist bester, linearer, unverzerrter Pradiktor (BLUP) flr Z(zo), wenn gilt:
Unverzerrtheit : Bias|[Z (z0)] := E[Z (z0) — Z(z0)] = 0
Minimale Varianz : Var[Z*(zo) — Z(z0)] < Var[Z(zy) — Z(zo)]

fiir alle linear unverzerrten Pradiktoren Z ().
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Ordinary Kriging

Idee fur Mietpreise Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem

Annahmen

Mietpreis wird durch einen durchschnittlichen Wert und ein Zufallsfeld bestimmt
Der Durchschnittswert ist nicht bekannt

Das Zufallsfeld hat eine gewisse Stabilitat (intrinsische Stationaritat + Isotropie)
Das Variogramm ist bekannt bzw. wurde aus den Daten geschatzt

Dann ist der Ordinary-Kriging-Vorhersage die statistisch beste Pradiktion (BLUP)
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Ordinary Kriging

ldee fur Mietpreise Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem
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Ordinary Kriging

dee fur Mietpreise Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem

e Beobachtungen aus intrinisch stationaren Zufallsfeld
e konstanter, aber unbekannter Erwartungswert u

Gegeben Sel ein intrinsisch stationares Zufallsfeld Z mit E = 4 € R unbekannt und

Variogramm . Fir beobachtete Positionen z1,...,zn € D sei V = [y(z: — z;)|7;-

Invertierbar. Dann ist

Z(x) := whi Z()

. TV ~lyy— .
BLUP fiir Z(zo), wenn wog := V! (vo — 1n(w)) mit

1,V-11,

vy = (Y(z1 — o), - - -, ¥(@n — 20))"
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Ordinary Kriging

|dee fUr Mietpreise Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem

0 "r'(Xl — XQ) T ﬁi"(xl — Xn) 1 wK R (Xl - XO)
("}(XQ — Xx1) 0 s Y(x0 — xp) 1\ (W?K\ (";(XQ — xo)\
Y (Xn - x1)  (xn - x2) 0 1 W,(;)K ¥(Xn - X0)
1 L 1 o) \'3 ) )
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Universal Kriging

Idee fur Mietpreise Trendoberflache Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem

Annahmen

e Mietpreis wird durch eine Trendoberflache (Durchschnittswert verandert sich) und ein Zufallsfeld
bestimmt

e Die Trendoberflache ist nicht bekannt

e Das Zufallsfeld hat eine gewisse Stabilitat (intrinsische Stationaritat + Isotropie)
e Das Variogramm ist bekannt bzw. wurde aus den Daten geschatzt

Dann ist der Universal-Kriging-Vorhersage die statistisch beste Pradiktion (BLUP)
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Universal Kriging

Idee fur Mietpreise Trendoberflache Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem
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versal Kriging

dee fur Mietpreise Trendoberflache Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem

e 7ufallsfeld Z(z) = m(z) + €(z) mit m(z) deterministisch und e(z) zufallig (universelles Modell
spatialer Variation)
o m(x) wird Drift genannt und beschreibt eine (unbekannte) polynomiale Trendoberflache, die
sich durch ein lineares Modell schatzen lasst (Koordinaten als erklarende Variablen)
o ¢(x) ist ein intrinsisch stationares, zentriertes Zufallsfeld

Seil Z ein Zufallsfeld mit den oben beschriebenen Annahmen. Sei F eine Designmatrix fur ein
allgemeines lineares Modell und ax der zugehorige Parametervektor fur die polynomiale Gestalt
der Trendoberflache. Fur beobachtete Positionen z1,...,zn € D sei Ve := [ye(®i — ;)7

invertierbar. Dann ist der Pradiktor Z(z¢) := M wiZ(z;) = w' Z(x) BLUP, wenn

-1
w=wyg = ‘76_1 ('UE,O = F(FT‘/E_lF) (FT‘/E_I’UE,O — fo)) o
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Universal Kriging

f

Idee fur Mietpreise Trendoberflache Beispiel Magdeburg Modell Gleichungssystem
WwUK
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L
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Weltere Spielarten von Kriging

Regression-Kriging Block-Kriging Cokriging

auch: Gauss-Prozess-Regression
Methodisch/ Mathematisch aquivalent zu Universal Kriging.

Strukturelle Eigenschaften statt Geokoordinaten fur "Trend" (z.B. WohnungsgroRe, Ausstattung,

Baujahr, ...)
Z(xz,s) =m(s) + e(x)

o m(s) als deterministisch, Resultat der Regressionsfunktion mit Merkmalskombination s

o €(x) als zufallsfeld (intrinisch stationar, zentriert, isotrop)

Actual distribution of the
target variable

(if we would sample it very densely)

Target variable
A

Field samples

Z(.\’) \_}

e(s)

Residuals

4 function (trend)

Final estimate
by regression-kriging

geographical space (s)
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Weltere Spielarten von Kriging

Regression-Kriging Block-Kriging Cokriging

e Statt einer einzelnen Position (Point- ﬁ<
Kriging) wird der erwartete Wert Uber ein A
gesamtes Polygon P C D interpoliert

o Stadtteile, Statistische Bezirke, Blocke,
Flur-Stucke,...

e Definiert als ein Integral des Zufallsfeldes
uber P, Annahrung uber Durchschnitte
mehrerer Pradiktionen

e Besonderheit:

o Auch Werte auBerhalb der durch die

Polygon definierten Bereiche werden y\&
berlicksichtigt o, =i e S

o keine Restriktion bzgl. Anzahl der TR T (e
Merkmalstrager :

o Bei Autokorrelation bessere STRASSE

Vorhersage (Standardfehler geringer)
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Welitere Spielarten von Kriging

Regression-Kriging Block-Kriging Cokriging

e Naturliche Erweiterung von Kriging fur den multivariaten Fall.
e Viele Anwendungsszenarien:
o Simulatenes Kriging mehrerer abhangiger Variablen
o Berucksichtigung mehrerer Stichproben
o Verbesserung der Pradiktion einer raumlich weniger gut verteilten Variable durch
Hilfsvariablen, die regelmaRiger beobachtet wurden (Collocated Cokriging)
o Berucksichtigung der Korrelation von exogenen Merkmalen
e Denkbare Anwendungsfalle:
o Verbesserung der Vorhersage von Bestandsmietdaten durch Hinzunahme von
Angebotsmietdaten
o Hinzunahme exogener Variablen, wie Bodenrichtwerte, Abstande zu Grunflachen etc., die an
jeder Position ermittelelt werden konnen
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Regression-Block-Kriging Magdeburg

Regressionskoeffizienten Block-Kriging-Resultate
R ——
Download ~ Filter 4 e , : f
= . |- ;_‘
Schatzung P-Wert - % g
‘ =
NEU e NORDWEST D
. OLVENSTEDT o
Ausgangskaltmiete pro gm 6.473 0 3 .,
40 bis 59 gm -0.299 0
60 bis 79 gm -0.333 0
. SIADIFELD STADTFELD
80 bis 99 gm -0.15 0.003 FERY osT
110 bis 119 gm 0.17 0.034 s el
120 und mehr gm 0.224 0.012
=
Lift vorhanden 0.317 0
Einbaukiiche 0.449 0
Fulbodenheizung 1.057 0
y
/
Balkon oder Terasse 0.27 0 SUDENBURG
Neuwertig 0.17 0.03
Etage (1,2,3,... -0.039 0
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Magdeburg

Regression-Block

Interpolierte Abweichung

Block-Kriging-Resultate
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